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Summary

Many of the studies on GAs give emphasis on finding the global

optimal solution. In this paper, we propose a new method which

extend the application of GAs to domains that require robust

solutions. If a global optimal solution found is on a sharp-pointed

location, there may be cases where it is dangerous to use this

solution. In nature, the phenotypic feature of an organism is

determined from the genotypic code of genes in the chromosome.

During this process, there may be some perturbations. Let X be

the phenotypic parameter vector, f(X) a fitness function and ∆ a

noise vector. As can be easily understood from the analogy of

nature, actual fitness function should be of the form f(X+∆). We

use this analogy for the present work. Simulation results confirm

the utility of this approach in finding robust solutions.
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１．はじめに

　遺伝的アルゴリズム（ＧＡ）は，各種の探索問題や最適

化問題においてその有効性が明らかにされてきた[Goldberg

89a] ．また，多峰性問題やだまし問題をはじめ各種のＧＡ

困難な問題を解くことやＧＡの性能を向上を図るため ，多

くの理論的，実験的研究が行われている[Eshelman 91]

[Goldberg 89b][Mathias 94][Tsutsui 93，95, 94, 96a]．これ

らの研究では，主としてグローバル最適解を求めることに

その重点がおかれている．

　一方，ローカル最適解も含めて複数の解を求めることに

重点をおく研究も行われている．それらには，De Jongの

crowding法[De Jong 76] ，Goldbergらのsharing法[Goldberg

87]，Mahoud の deterministic crowding 法[Mahfoud 92]，

Beasleyらのsequential niche法[Beasley 93]などがある．こ

れらのアプローチは，最適解を含む複数の解候補を検出し

なければならない問題領域にＧＡの適用を拡張していると

いう点で注目される．

　ある探索手法によって得られた解の評価値がパラメータ

変動の影響を受けやすい場合，その解を採用することが好

ましくない場合がある．例えば，機械設計では，評価の高
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い設計をしても，それが実現不可能なほどの精度を要求す

るとすれば無意味となる．また制御問題にしても操作量は

当然誤差を含むので，この誤差に対して敏感な応答特性を

持つ領域での操作値の設定は適当でない．このように多く

の実際の最適化問題では，パラメータ変動に対して評価値

の変動が少ない安定した解を求めることが重要となる場合

が多い．以下では，このようなパラメータ変動に対して評

価値の変動が少ない安定した解のことを「ロバスト解」と

呼ぶことにする．本論文は，ロバスト解を探索しなければ

ならない問題領域にＧＡの適用を拡張することを狙いとす

る「ロバスト解探索型遺伝的アルゴリズム」（以下，GA/

RS3: Genetic Algoritm with a Robust Solution Searching

Scheme）の基礎提案を行い，その性質を明らかにするもの

である[筒井 96b][Tsutsui 96c] ．

　GA/RS3では，ＧＡの実行中の適応度関数の計算におい

て表現型空間のパラメータ値にノイズを加える方法をと

る．この方法により，GA/RS3 は，ロバスト解をもつ個体

集団を形成する．この考え方は，生物進化において自然界

で生じる外乱に対して堅固な生物が生き残っていくという

進化プロセスをヒントにしたもので，この意味でGA/RS3
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は，ロバスト解を形成する方法としてきわめて自然な一手

法を提供するものと考えられる．

　以下本論文では，まず第２章において，GA/RS3を生物

進化との関連で考察し，その構成を述べる．つぎに第３章

において，GA/RS3の解析検討を行い，その数理的性質を

明らかにする．最後に第４章において，GA/RS3 の有効性

を実験により示す．

２．GA/RS3の構成

　GA/RS3は，自然界において各種の外乱に対して堅固な

生物が生き残っていくという進化プロセスをヒントとして

いる．生物の表現型特徴は染色体中の遺伝子型コードで決

定されるが，遺伝子型コードから表現型形質に変換される

過程にはいろいろな外乱が伴う．例えば，異常な温度，栄

養バランスの欠如，有害な物質の存在などをあげることが

できる．このような外乱のもとで形成された表現型形質が

低い適応度を持っていると，その生物は生き残ることがで

きないし，また子孫も作ることができない．このように，

よい遺伝子型形質を持っていても表現型特徴が外乱に敏感

（センシティブ）な場合には，その個体は生き残れないこ
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とになる．他方，このような外乱に対して堅固な個体は生

き残り，子孫を残すことができる（図１参照）．

　外乱に対する生物進化のこの性質をモデルとすることに

より，ロバスト解を探索するＧＡを構成することができ

る．提案するGA/RS3では，ＧＡにおける適応度の計算に

外乱としてノイズの影響を加える．進化的探索において適

応度関数の計算にノイズの存在を考慮することは[De Jong

76][Hammel 94]で論議されている．表現型パラメータベク

ターを X = (x
1
, x

2
, ..., x

m
)，適応度関数を f(X)とすると，そ

れらの研究では，f(X)+δ，すなわち，適応度にノイズ δを

加えた形をとっている．しかし，パラメータ変動に対して

評価値の変動が少ない安定した解，すなわち，ロバスト解

を求めるためには，図１に示した生物における遺伝子型か

ら表現型への変換における外乱の影響のモデルからも明ら

かなように，表現型空間における変動（ノイズ）の適応度

への影響は，f(X+∆)という形とすべきである．ここで ∆ =

(δ
1
, δ

2
, ..., δ

m
)は，ノイズベクターである．

【図１挿入】

　本論文では，関数最適化問題を取り上げる．したがっ

て，パラメータXの変動に対して適応度関数 f(X)を最大に
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染色体

g1

図１　外乱の存在下での生物進化をモデルとするRS3 のアプローチ

g2

g3

（遺伝子型）

外乱
・栄養
・温度
・有害物質
・他

表現型

x1+δ1

x2+δ2

x3+δ3 環境適応度
   f(X+∆)

この適応度が高い生物が環
境の外乱に対してロバスト
であり生き残り進化できる
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するロバスト解を求めることがここでの問題である．生物

進化における図１をモデルとするGA/RS3の構成を図２に

示す．ここで，Giは，個体 iのストリング（染色体）であ

り，その表現型パラメータがXiである．Nは個体数を示す．

【図２挿入】

　なお，f(X+∆)の形でノイズ∆をパラメータXに加えるこ

とは，表現型パラメータ空間における突然変異操作のよう

な形となっている．しかし，X+∆の形によって加えられた

外乱は，関数評価のためにのみ用いられ，遺伝子型空間の

表現であるストリングGに直接的な影響を与えないという

点で突然変異操作とは根本的に異なっている．

３．GA/RS3の解析的検討

　本章では，GA/RS3の解析的検討を行い，その数理的性

質を明らかにする．一般に，パラメータ間で複雑な絡み合

い（エピシタシス）が存在する場合にはアルゴリズムの収

束特性はパラメータの次元数により異なってくる．しかし

ここでは，ＧＡの実行における関数評価の段階で，２章で

述べたようなf(X+∆)の形でノイズを付加することの影響の

解析を明らかにすることが目的であるので，表現型パラ

メータは１次元とし，ノイズの影響の定式化の容易化を図
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gen = 0;
Pop(gen) = randomly initialized population (G1, G2, ..., GN)
Transfer each G i to X i;
Y i = X i + ∆∆∆∆;
Evaluate fitness of each Y i  in Pop(gen);
while( termination condition == false ){
         gen += 1;
         Select Pop(gen) from Pop(gen - 1) based on the fitness value f(Y i);
         Apply genetic operators to G1, G2, ..., GN in Pop(gen)
         Transfer each G i to X i; 
         Y i = X i + ∆∆∆∆;
         Evaluate fitness of each Y i in Pop(gen);
}
Evaluate fitness of each X i in Pop(gen)
        

図２　GA/RS3の構成
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る．したがって，パラメータベクターXはスカラー xで表

す．

３ .１ 実効適応度関数

　GA/RS3においては，適応度関数の計算においてノイズ

が付加されるため，適応度関数の値は確率的に変動する．

ここでは，その変動の影響を数理的に解析する．一点交叉

とルーレット選択を用いたとき，世代tにおける個体群P(t)

におけるスキーマHの数の期待値をM(H,t)で表すと，つぎ

のスキーマ定理が成り立つ[Goldberg 89a]．

M H t M H t
f H t

f t
p

d H

L
o H pc

m( , ) ( , )
( , )

( )

( )
( )+ ≥ ⋅ −

−
−





1 1
1

       　(1)

ここで，f(H,t)：スキーマHの適応度，p
c
：交叉率，p

m
：突

然変異率，d(H)：Hの定義長，o(H)：Hのオーダ，L：個体

長である．また，f(t) はP(t)における個体の平均適応度であ

る．ここで，個体数Ｎが，十分大きいと仮定すると f(t) は，

次式のように連続系の式で記述できる．

f t f Ni

x

x

f x p x t dx

i

N

( ) ( ) /

( ) ( , )

=

=

=

∑

⋅∫
1                           (2)

ただし，p(x,t)は，世代tの個体群P(t)における個体の表現
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型パラメータxの分布状況を連続値密度関数で置き換えた

ものである．同様に，f(H,t)も，

f H t f x p x H t dx
x

( , ) ( ) ( , , )= ⋅∫ 　　　  　　(3)

と表される．ただし，p(x,H,t)は，P(t)におけるスキーマＨ

に含まれる個体の表現型パラメータxの分布状況を連続値

密度関数で置き換えたものである．

　つぎに図２に示したようにf(x+δ)の形で適応度関数が評

価されるGA/RS3のスキーマ定理，

M H t M H t
H t

t
p

d H

L
o H p

f

f
c m

( , ) ( , )
( , )

( )

( )
( )

'

'
+ ≥ ⋅ −

−
−





1 1
1

  　 (4)

を考えよう．このとき式２と同様， ' ( )f t は，次式のように

連続系の式で記述できる．

'

'

'

'

( ) ( ) /

( ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( , )

( ) ( , )

f t f x N

f x p x t d dx

f x d p x t dx

F x p x t dx

i i

i

N

x

x

x

q

q

=

=

=

=

+

+ ⋅ ⋅

+ ⋅








 ⋅

⋅

=
∑

∫∫

∫∫

∫

δ

δ δ δ

δ δ δ

δ

δ

1

　　 　(5)

ただしここで，xiと δiとは，互いに独立であり，q'(δ)は，
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' ( )f t の計算におけるノイズδの分布を連続密度関数とした

ものである．p(x,t)の定義は，式２と同じである．また，F'(x)

は，

' ( ) ( ) ( )'
F f x dx q= + ⋅∫ δ δ δ

δ
        　　　  　　(6)

とおいている．同様に，f'(x,H,t)も，

' '( , ) ( ) ( , , )f H t F x p x H t dx
x

= ⋅∫ 　    　　　   　(7)

と表される．ただし，p(x,H,t)の定義は，式３の場合と同

じである．

　式２と式５，および式３と式７とをそれぞれ対比すると

ノイズを加えない場合の通常のＧＡのスキーマ定理に対し

て，GA/RS3のスキーマ定理では，f(x)に対応する項が式６

で示される F'(x)となっていることが分かる．個体数N が

十分大きいときには，F'(x)は，次式のようなF(x)で近似で

きる．

F x f x q d( ) ( ) ( )= + ⋅
−∞

∞

∫ δ δ δ                             (8)

ただし，q(δ)は，ノイズ δの確率密度関数である．

　以上の議論から，GA/RS3では，進化におけるスキーマ

の変化において適応度関数は f(x)に代わって実質的に式

８の F(x)で評価されたものになっており，f(x)ではなく
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F(x)を最大にする xを探索するようにＧＡが働くという

ことを意味している．したがって，本論文では，式８で

定義される関数 F(x)をGA/RS3における f(x)の「実効適

応度関数」と呼ぶことにする．式８から分かるように

F(x)は，xに密度関数が q(δ)の表現型ノイズ δが入った

ときの f(x)の期待値に等しい．

３．２実効適応度関数の性質

　式８において q(δ)は偶関数，すなわち q(δ) = q(−δ)であ

ると仮定し変形を加えると，

F x q x y f y dy( ) ( ) ( )= − ⋅
−∞

∞

∫        　           (9)

となる．式９は，畳み込み積分の形となっている．した

がって，関数 F(x)，f(x)および q(δ)のフーリエ変換を，そ

れぞれ，F
^
(ω )，f

^
( )ω ，q^ ( )ω とすると，

F q f
^ ^ ^

( ) ( ) ( )ω ω ω= ⋅       　                 (10)

となる．ノイズの分布として本論文ではガウスノイズ

N(0,σ)を仮定する．ガウスノイズは，製作誤差や，制御量

に対するノイズの分布としても適切と考えられる．なお，

図１のモデルにおいて，種々の外乱の総和としてノイズが

あらわれることを考えると，ガウスノイズは図１のモデル

との関係においても自然である．
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　このとき，q(δ)は，

q e( )δ
πσ

δ
σ=

−1

2

2

22                                (11)

であり，q(δ)のフーリエ変換q^ ( )ω は，

q e
^

( )ω
π

σ ω
=

−1

2

2 2

2                         　(12)

として得られる．関数q^ ( )ω は，ωの増加に従って減少する

関数である．したがって，式１０と式１２とから，表現型

パラメータにガウスノイズを加えることは，信号処理シス

テムにおける「ローパスパスフィルタ」のような効果を生

じさせるということが分かる．また，ノイズの標準偏差σ

が大きくなるに従って，ローパスフィルタとしての効果が

増大する．

３ .３ ノイズの大きさの推定

　ここでは，表現型パラメータに加えるノイズの大きさの

適切な量についての推定を行う．解析の容易さからここで

は次式で表されれる幅2w，高さhからなる短形の適応度関

数を取り上げ，その実効適応度関数を計算しよう．

f x
h w x w

( )
:

:
=

− ≤ ≤

0 otherwise                (13)

このとき，この適応度関数 f(x)の実効適応度関数 F(x)は，
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式８から以下のように計算できる．

F x h q x y dy

h
x w x w

w

w

( ) ( )= −

=
+

−
−

−∫


















Φ Φ
σ σ

                 (14)

ここで，ノイズは N(0,σ)とし，Φ(y)は，次式

Φ( )y dy
y y

e=
−∞∫

−1

2

2

2

π
                       (15)

で定義される標準正規分布の分布関数である．容易に分か

るように，式１４の最大値maxF(x)は，x = 0のとき得られ，

max ( ) ( )F x F

h
w

h R
w

=

= 



 −





= × 





0

2 1Φ
σ

σ

                        (16)

となる．ここで，R(w/σ)を「減衰ファクタ」と呼ぶ．図３

は，減衰ファクタR(w/σ)とw/σとの関係をプロットしたも

のである．図４は，それぞれw/σ = 4.0，2.0，1.0，0.5およ

び0.25に対して式１３の適応度関数 f(x)と式１４の実効適

応度関数 F(x)との関係を示したものである．

　図３から適切なノイズの大きさについての目安を得るこ

とができる．例えば，一つのピークを幅2w，高さhの短形
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R(w/σ)
 

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
w
σ

図３ノイズの大きさと減衰ファクタとの関係
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0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

1

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

f(x)
F(x)w/σ=4.0

w/σ=2.0
w/σ=1.0
w/σ=0.5
w/σ=0.25

x

 x h f(x), F(x)

図４ ノイズの大きさと f(x), F(X)との関係
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で代表させるとする．このとき，σの値を 2w～ 4wの範囲

に設定すると，w/σは，0.5～ 0.25であり，ピークの実効

的高さは 0.197h～ 0.383hとなる．

【図３図４】

　つぎに適応度関数 f(x)の実際的な例として，次式に示す

ような幅2w
1
，高さh

1
の平坦なピークと幅2w

2
 (w

1
>>w

2
)，高

さ h
2
 (h

1
<h

2
)の急峻なピークとが距離 w

3
を隔てて存在する

関数 f(x)を考えよう．

f x

h w x w

h w w x w w w( )

:
:
: .

=

− ≤ ≤
+ ≤ ≤ + +







1 1 1

2 1 3 1 3 22
0 otherwise

(17)

このとき f(x)の実効適応度関数F(x)は，式９より次式のよ

うに得られる．

F x h
x w x w

h
x w w x w w w

( ) = +



 − −











+ − −



 − − − −











1

2

1 1

1 3 1 2 32

Φ Φ

Φ Φ

σ σ

σ σ

 (18)

w
1
 = 1，w

2
 ＝ 0.1，w

3
 = 3，h

1
 = 1，h

2
 = 2とした場合の f(x)

およびF(x)を図５に示す．ここで，F(x)は，σ =0.8および

σ = 0.4とした場合を示した．σ=0.4の場合，平坦なピーク

に対する減衰ファクタは，R(w
1
/σ)=R(2.5)≈ 1.0，急峻なピー
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クに対する減衰ファクタは，R(w
2
/σ)=R(0.25)≈ 0.2である．

一方，σ=0.8の場合，平坦なピークに対する減衰ファクタ

は，R(w
1
/σ)=R(1.25)≈ 0.8，急峻なピークに対する減衰ファ

クターは，R(w
2
/σ)=R(0.125)≈ 0.1である．図５から，式９

に基づく実効適応度関数は，急峻なピークの高さを下げて

いるということが明白に確認できる．

３ .４ 吸引現象

　本節では，式１７において二つのピークがより接近した

場合に見られる「吸引現象」について考察しよう．すなわ

ち，図５において，二つのピーク間の値がw
3
=0.5と小さく

なった場合を考える．他のパラメータは同じとする．図６

にこの場合の f(x)と F(x)との関係を示す．同図において，

σ = 0.8のとき，F(x)の最大値（ピーク値）をとる場所は，

平坦なピークの領域にはあるが，急峻なピークの方へ少し

変移している．容易に分かるようにこのような現象は，

ピーク間の距離w
3
が小さくなるほど，またノイズの大きさ

σが大きくなるほど顕著となる．このように高いピークが

隣接する低いピークのピーク値の場所を移動させる現象を

吸引現象と呼ぶ．吸引現象が顕著であると実効適応度関数

のピークが元の関数のピークからずれてしまう可能性があ
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る．この現象を避ける単純で効果的な方法は，ノイズの大

きさの範囲を制限することである．本論文では，次式で示

すような変形ガウスノイズ N'(0,σ)を用いてこれを実現す

る．

q y C
k y k

y

e( ) :

:
= − ≤ ≤

−





1

2
0

2

22

πσ
σ σσ

otherwise
            (19)

ここで，kはノイズの大きさを規定するパラメータであり，

また Cは，次式のように計算される正規化定数である．

C k= −2 1Φ( )                               (20)

本論文の実験では，k = 1 を用いる．この変形ガウスノイ

ズ N'(0,σ)を用いることによって，ノイズの大きさは，

-kσ ≤δ ≤kσに制限されることになる．

４．実験

　ここではGA/RS3の有効性を示すために，二つの適応度

関数を用いて，ロバスト解を得る実験を行う．ＧＡの基本

モデルには単純ＧＡを用い，パラメータは，突然変異率p
m

= 0.006，交叉率 p
c
 = 0.6，集団サイズ N = 100，最大関数

評価回数（Trials）= 5,000とし，ストリング長 = 30（グレ

イコード）とする．



23

（１）関数 fa

　関数 f
a
は，図５に示した関数であり，式17において，w

1

= 1，w
2
 = 0.1，w

3
 = 0.5，h

1
 = 1，h

2
 = 2としたものである．

また，パラメータxの範囲は-3≦ x≦3である．ここでは，

σ = 0.4 すなわち，w
2
/σ = 0.25とした．

　図６は，各個体の表現型パラメータxの集団の平均値の

推移過程を示す．値は３０回の実験の平均値である．単純

ＧＡでは，平均値は高さが2の一番高いピークの中央(x =

1.6)に収束している．一方，GA/RS3では，ロバスト解と考

えられる高さが1であるピークの中心(x = 0)に収束してい

る．探索のこの平均値の推移を注意深くみると，探索の初

期の段階では平均値は最も高いピークの領域，すなわち x

= 1.6 の方向に向かい，その後，平坦なピークの方向 (x =

0) に向きを変えて平坦なピークのへと収束している．これ

は次のように解釈できる．まず探索の初期の段階では，集

団の多様性が大きいためノイズを付加することの影響が実

質的に現れない．その後，収束するにしたがって，ノイズ

の効果が現れ，実効適応度関数が最大となる領域に集団が

収束していく．図７は単純ＧＡとGA/RS3との 5,000 trial

後の，個体群における個体の典型的な分布状況である．
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図６関数 f
a
の収束過程
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【図７，図８】

（２）関数 fb

　関数 f
b
は，図１０に示すような範囲0≦ x≦1において

５つの高さと幅が異なるピークからなり，次式で定義され

る関数である．

bf
x

x

x

e x

e x
=

( ) < ≤

( )






− −

− −

2 2
20 1

0 8
0 5

2 2
20 1

0 8
6

5

5

0 4 0 6ln
.

.
.

ln
.

.

sin( ) :

sin ( ) :

. .π

π otherwise .
      (21)

　

この関数はGoldbergらのシェアリングの研究[Deb 89] で使

われた関数の変形である．最大ピークはx = 0.1にあり，関

数値は 1 である．三番目のピークを除くすべてのピークは

急峻な形をしている．三番目のピークは他の４つのピーク

と比べて平坦な形状をおり，ロバスト解であると考えられ

る．このピークは x = 0.486 であり，ピーク値は 0.715 で

ある．

　この関数の急峻なピークの実効的な幅 2wは，次のよう

に概算することができる．

1 2 1 5 1 16 1 326

0

0 2

× ≈ × = ⇒ ≈∫w x dx wsin ( ) / /
.

π      (22)

図３から，実効適応度関数値を元の適応度関数値の20～

40%とするには w/σを(0.25,0.5]とすればよいことが分か
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る．ここでは，w/σ = 0.5 とした．この結果，σは，σ = w/

0.5 = 2 × 1/32 = 1/16 となる．

　図９は，各個体の表現型パラメータxの集団の平均値の

推移過程を示す．値は図７と同様，３０回の実験の平均値

である．単純ＧＡでは，もっとも高い第一ピークの中心 (x

= 0.1)に平均値は収束している．これに対してRS3/GAで

は，第三ピークの中心 (x = 0.486) 近辺に平均値が収束し

ている．探索過程におけるこの平均値の推移をみると，図

７の場合と同様，探索の初期の段階では平均値は最も高い

第一番目のピークの領域，すなわち x = 0.1 の方向に向か

い，その後，第三番目のピークの方向に向きを変えてその

ピークに収束している．これも図７の場合と同様，探索の

初期の段階では，集団の多様性が大きいためノイズを付加

することの影響が実質的に現れない．その後，収束するに

したがって，ノイズの効果が現れ，実効的適応度関数が最

大となる領域に個体群が収束していくとため考えられる．

　図１０は，図８と同様単純ＧＡとGA/RS3との5,000 trial

後の，集団における個体の典型的な分布状況である．この

結果からも，単純ＧＡでは，個体群は最大値をとる急峻な

ピークに個体が分布するのに対して，GA/RS3 では，第三

番目のピークに個体が分布することが確認できる．
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【図９，図１０挿入】

５．むすび

　以上本論文では，ロバスト解を探索しなければならない

問題領域にＧＡを適用することを狙いとするロバスト解探

索型遺伝的アルゴリズムGA/RS3の基礎提案を行い，その

基本的な性質を明らかにした．GA/RS3では，ＧＡの実行

において，適応度関数の計算で表現型空間のパラメータ値

にノイズを加える方法をとる．この方法により，ロバスト

解の領域に個体群を収束させることができる．

　本論文では，まず最初にGA/RS3を生物進化との関連で

考察し，その構成を述べた．つぎに，GA/RS3 の解析検討

を行い，その数理的性質を明らかにした．最後に実験によ

り，GA/RS3がロバスト解を得るのに有効な方法であるこ

とを二つの関数を用いて示した．

　GA/RS3に関して今後に残された問題としては，

（１）数理解析の多次元空間への拡張，

（２）複雑な問題を使った評価，

（３）複数のロバスト解を探索するためにGA/RS3とシェア

リング方との結合，

（４）スケジューリング問題のような順序表現型ＧＡへの
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発展，

（５）適応度とロバスト性との２目的を評価とする多目的

最適化型ＧＡの手法との比較，

がある．
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